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In this paper I prove the following Theorem: Let o( be a quadratic irrational 
number and let c > 0, t = l/1728. Then there exists an effectively computable, 
positive constant c depending on (Y and E such that 
has no solutions in natural numbers q. 
Der wohlbekannte Satz von Dirichlet iiber diophantische Approximation 
[2] behauptet: wenn 01 eine reelle irrationale Zahl ist, dann existieren unend- 
lich viele ganze q mit 
II 4a II < 4-l. 
Hier und such im Weiteren bezeichnet 11 z II die Entfernung der reellen Zahl z 
zur niichsten ganzen Zahl. 
In 1948 bewies Heilbronn [l]: Sei E > 0 und N > co(c). Dann existiert 
fur beliebiges reelles 01 eine natiirliche Zahl n < N mit 
11 tz% 11 < N-‘/a+c. 
Der Dirichletsche Satz ist ftir quadratische algebraische Zahlen beinahe 
bestmoglich. Wenn nlmlich OL eine solche Zahl bezeichnet, dann existiert 
eine Konstante cl(ol) > 0, so dass 
II w II < 44 4-l 
keine ganze Ldsung besitzt [2]. Daher besitzt 
II Pa II < 4”) T2 (1) 
ebenfalls keine ganze Losung. 
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Diese letzte Ungleichung kann man wahrscheinlich bedeutend verbessern. 
Schmidt [3] bewies ngmlich: Sei E > 0; dann besitzt die Menge der reellen 
Zahlen 01, fur welche 
II P” II < PC 
unendlich viele Liisungen hat, das Lebesguesche Mass 0. 
In der vorliegende Arbeit beweise ich, unter Anwendung eines Satzes von 
Sprindiuk [4], eine (1) an Scharfe tibertreffende Ungleichung. Jm Weiteren 
bezeichnet ci(c4) eine nur von a, sowie ci(a, C) eine nur von a und E abhiingende, 
effektiv berechenbare, positive Konstante. Wir setzen t = l/1728. 
SATZ. Seien a eine quadratische und E eine positive reelle Zahl. Dann 
existiert eine Konstante c2(a, l ), so dass 
II 8” II < 4% 4#% 4F’T2, (2) 
keine natiirliche Liisung q besitzt. 
Nach einem Satz von Lagrange (S.z.B. [2]) ist in der Kettenbruchentwick- 
lung einer reellen Zahl die Folge der partiellen Quotienten genau dann von 
einem Index an periodisch, wenn die Zahl quadratisch ist. So folgt aus dem 
Satz: 
FOLGERUNG. Sei a,,a,,... eine unendliche, von einem index an periodische 
Folge, mit ai > 0 (i = I, 2,...). Sei weiter die Forge (4%) durch die Rekursion 
40 = 1, 41 = aI , qn = anhl + k2 (n = 2, 3,...) (3) 
Dejniert. Dann existieren nur endlich viele Indizes n, ftir die q,, eine Quadrat- 
zahl ist und diese k&men wir e#ektiv berechnen. 
Zum Beweis des Satzes wende ich folgendes Ergebnis von Sprindiuk 
([4, Satz 11) an: 
SATZ A. Sei f (x) ein Polynom vom Grad n mit ganzen Koefizienten und 
mit hiichstem Koefizient 1, welches mindestens drei verschiedene einfache 
Wurzeln a1 , 01~ , a3 besitzt. Sei weiter F = Q(a, , a2 , a3) und 
s = [Fz Q], di = [F: Q(ai)] (i = 1, 2, 3). 
Dann gilt mit beliebigem 8 > 0 fiir die ganzen Losungen x, y der Gleichung 
l-t.4 = AY2 
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die Abschlitzung 
max(\ x 1, \ y I) < exp(c, \ A (8(d1td2+d3)fs B4@(log H)‘+“), 
wo c, > 0 eine nur von n und 6 abhiingende efektiv berechenbare Konstante, H 
das Maximum der absoluten Betriige der Koefizienten von f (x) bezeichnet, und 
B = I & I 12sts(d,+d~+d,) + 0, 
wo Df die Diskriminante von f ist. 
Beweis des Satzes. Nehmen wir an, dass (2) eine L&ung q besitzt. Dann 
existiert eine genze Zahl p mit 
I q2a - P I < C2(% 4(log I 4 IWP. (4) 
Sei ax2 + bx + c das Minimalpolynom von a?. Dann sind a > 0, b und c 
ganze Zahlen und die Diskriminante des Polynoms D, = b2 - 4ac ist keine 
Quadratzahl. Sei Or die andere Wurzel des Minimalpolynoms von 01. Dann 
folgt aus (4) 
I q2E - p I < I q2a - P I + q2 I 6 - 01 I < q2(D? + I), (5) 
wenn 
CX% 4(log I 4 IF6 < q4. (6) 
1st C~(OL, C) klein genug, dann gilt (6) fiir jedes q. (4) und (5) multiplizirend 
bekommt man 
I cq4 + bq2p + ap2 I < c4(4 4log I q IP 
mit ~~(01, C) = C~(CY, e)a(Dt’2 + 1). So muss ein ganzes E mit 
I E I < c4(a, 4(log I q IY-' 
existieren, fiir welches 
cq4 + bq2p + aP2 = E (7) 
in ganzen p und q liisbar ist. Die Gleichung (7) kann in p nur dann eine 
ganze Liisung besitzen, wenn die Diskriminante der Gleichung eine Quadrat- 
zahl ist. So muss ein ganzes z existieren mit 
Daq4 + 4aE = z2. 
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Multipliziert man beide Seiten mit Da3 und bezeichnet man D,q mit y, dann 
bekommt man 
Dw3z2 = y4 + 4aDm3E = f( y). (8) 
f(y) besitzt vier verschiedene, einfache Wurzeln, daher kijnnen wir 
Satz A auf (8) anwenden. 
Sei fi eine Wurzel vonf( y). Dann ist F = Q(j3, i) und so gilt [F: Q] < 8. 
Fur jede Wurzel y von f(y) gilt [F: Q(r)] < 2. Endlich ergibt sich mit 
einfacher Rechnung 
D, = 44(4uD,3E)3 f 0. 
So folgt aus Satz A, dass fur jede ganze Losung von (8) 
max(l Y I, I z I) < ewh(~, 6) I E I”+“) 
gilt, wo k = 1728 und 6 > 0 beliebig klein ist. Infolge (9) haben wir 
I E I > C,(CG 4(log I q P, 
wenn 8 klein genug ist. 
Also wenn c2(ol, e) so klein gewahlt wird, dass 
~~(01, E) = a(D:” + 1) c2(cy, E) < c6(cy, l ) 
(9) 
(10) 
ist und dass (6) fiir jedes q besteht, dann besitzt (2) keine Losung. Damit ist 
der Satz bewiesen. 
Bemerkung. Mit der zum Beweis des Satzes benutzten Methode kann 
man ein (2) analoges Egebnis fur Approximation hoheren Grades quadra- 
tischer Zahlen beweisen. Aus dieser folgt: in der Folge {qn}, welche oben 
definiert wurde, kiinnen nur endlich viele vollstandige k-te Potenzen vor- 
kommen, und diese sind effektiv berechenbar. 
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